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Zum Winkel 3

1 Geometrie

Wir folgenderNomenklatuiin
http://uratom keyspace. de/ urat om | mage32. gi f,d.h.diegrundsitz-
lichenGrofzensind:

Durchmessederstof3endeifeilchen

Geschwindigkit desim UrsprungstartenderProbeteilchens
Geschwindigkit desStol3partners
EntfernungdesStartpunkteslesStol3partnersom Ursprung

Winkel zwischentd unddemOrts\wektordesStartpunkteslesStoR3partners
Winkel zwischen—V undd

e rcaa

DasKoordinatensystemahlenwir so,dassdie Geschwindigkit U in x-Richtung
liegt, d.h.U = ugy, dannkdnnenwir V bequemniiberv = |V| und zerlegenin

Vy = —vcosP 1)
W = —vsin , (2)

undfir die Relatvgeschwindigkitw = V— U schreiben

Wy = Vyx—U (3
Wy = VoL 4)

Gesuchsindnundiejenigenu, fur die ein Stol3erfolgt.

1.1 d=0

Nehmenwir zurachsteinenDurchmessed = 0 an,d.h.fir einenStoRhatw exaktin
Gayenrichtungvon @ zu zeigen esmussalsogelten

Wy

cosp = W (5)
o cosp = ———xY (6)
(Vx — )2+ V3
_ (W —U)?
= codp = (=0 (7)
& U = Wwx|wcotg . (8)



Die Bedingungwysing < 0 zusammemit demZurtickrechnervon v auf Betragund
Winkel liefert dann

u = v(sinp cote— cosp) (9)
und 0 < sinfsing (20)

als StoRbedingung.

Die PoledesCotangensind nicht etwa AusdruckeinerungeschickteiWahl des
KoordinatensystemspnderrhabereinephysikalischéBedeutunglst singim Gegen-
satzzu sinf sehrklein, d.h.der StoRpartnebefindetsich sehrnaheanderungesbrten
TrajektoriedesProbeteilchenszielt' aberdeutlichquer soist einsehrgrof3esu notig,
umihndochnochzuerreichenFur sing= 0 ist diesgarnicht mehrmaoglich, alleinbei
sinf3 = 0 kanndannnochein Stof3erfolgen.Umgelehrterforderteinsinf3 = 0 auchein
sing = 0 (dadasProbeteilchemicht querfliegenkann)undsoist die Stol3bedingung
Zuemganzenum

0 = sinB=sing ()]
und 0 < (u+vcosp)cosp . (12)

Fur denSpezialll dassu = v vorgegebenist, erfordert(9) offensichtlich

sinBcotp = 1+cosP (13)
& cotp = cotg , (14)

d.h.wegen(10) also@ = (/2. Die Herkunftsentfernund tauchtin diesemErgebnis
garnichtauf, siebestimmtiediglich denZeitpunktdesStol3esL /v

1.2 d>0

Fur ein endlichesd bekommenwir ein Intenvall von Winkeln, die zum Sto3fuhren.
Mit derAbkirzung

e = arcsir(d/L) (15)

sinddesserGrenzen
P2 = OP+E (16)
®m = ¢-¢ |, (17)

denenwir die GroRRen
a4 = sincotg,—cosp (18)
b = sin3cotq, — cosp3 (29)

zuordnenDiesekonnennicht unmittelbaralsIntervallgrenzerfir u/v dienen,dazum
einenfur sinf < 0 derWert 4 groRerals b wird, undzumandererdie Situationenjn
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Tabelle 1: Die 16 unterschiedlichen Situationen, die bei der Berechnung der zum
Stol? fuhrenden Geschwindigkeiten u unterschieden werden missen; das Resultat ist
u € [VA...vB). In den ersten funf Spalten ist 1 die Kurzform fiir —1, die parallelen Linien
bei ,Ort* symbolisieren den Korridor y < d, und & bzw. b in den Spalten fir A und B
sind die Werte aus (18) und (19).

denendasintenall [@, ... @] einenPoldesCotangengntralt, gesonderzu behandeln
sind.Insgesamkonnenwir 16 Falle unterscheiderdiein Tabellel aufgefihrtsind. A
und B bezeichnerdarin die tatsachlichenGrenzen Doch auchdieseberiicksichtigen
nochnichtdie Tatsachedassu derBetrag einerGeschwindigkit ist. Wir misseralso
nachtaglichnoch

A — max{A 0} (20)
B — max{B,0} (21)

ersetzenDadurchtretennun nebendenin der Tabellemit ,—* markiertenauchsol-
cheFalle auf, in denenwir dasNichtzustande@mmeneinesStoRedurchA=B =0

ausdiicken.



2 Verteilungen

2.1 Gleichgewicht

Nachdemdie IntervallgrenzenA und B bestimmitsind, ist die StoRwahrscheinlichkit
durchP(u € [VA...vB)) auszudiicken.Im Gleichgavicht in zwei Dimensionerist fur
einefestgewahlteRichtungderBetrag u von U verteilt genald

u u?
dpu:?exp 292 du (22)

sodassdie Wahrscheinlichkit fiir u € [vA...vB) gerade

vB V2A2 V2 BZ
pu(VA,VB) = /VA p(u) du=exp (_W) —exp <_W) (23)

betiagt. Mitteln wir tberv gemalRder selbenVerteilungwie (22), so erhaltenwir die
StoRvahrscheinlichkit

P

/w wvave) e (- ) av
0 pu ) 0_2 p 20_2

B2 — A?
T B2+ (A+1) (24)

Esfallt auf, dassP nicht von o abhangt. Das kannesauchnicht, da o die einzig
Geschwindigkit ist, die in diesemProblemvorkommtund P selbstals Wahrschein-
lichkeit dimensionslosst.

Die Abbildungenl und?2 zeigendie FunktionP(¢) fur unterschiedlich&Vertevon
B unde = arcsind/L). Diein denAbbildungenjeweils numerischbestimmteriNVerte
far

(P) = %1 / T;P(cp) do (25)
legendie Beziehung .
(P =— (26)

unablhangig von 3 nahe.Wennwir also sehrviele Versuchedurchiithrenmit jedes-
mal (gleichwerteilt) zufallig ausg&vahlteme, sowerdenwir alsrelatve Haufigkeit fur
StoRedenWert aus(26) erhalten,der geradedem Winkelanteil einesTeilchensmit
Radiusd aneinemKreis mit RadiusL darstellt.

DieserZusammenhangst in der Tat physikalischzu versteher(zum mathemati-
schenNachweissieheAbschnitt2.4). Wir kehrendafur die Betrachtungsweisetwas
umundweisendemStoR3partnedenRadiusd unddemProbeteilchenlenRadiusNull
zu(tatsachlichistja jedeRadienlombination die alsSummed emibt, aquivalent).An-
schlieBencersetzerwir deneinenStol3partnedurcheinen, Kranz ausN = 21t/(2¢)
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Abbildung 1: Die StoRBwahrscheinlichkeit P als Funktion des Herkunftswinkels ¢ fur
nahe Ausgangsorte. Die Grenzfalle f = 0 und B = 1t (entgegengesetzte bzw. gleiche
Flugrichtung) sind leicht zu interpretieren. Im ersten Fall erfolgt mit Sicherheit ein Stol3,
wenn nur der StoRBpartner (SP) sich im Korridor |y| < d < |sing| < € befindet. Bei glei-
cher Flugrichtung muss sich der SP ebenfalls im Korridor aufhalten, kann aber vor
oder hinter dem Probeteilchen starten und es besteht jeweils 50% Wahrscheinlichkeit
des Einholens. Die B-Werte dazwischen zeigen deutlich den Ubergang von einem zu
zwei Maxima. Der kleine, eingefligte Plot zeigt die mittlere Wahrscheinlichkeit, d.h.
das (numerisch bestimmte) 1/2mt [ Pde.



d/L = sin(v100)
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Abbildung 2: Die StoRwahrscheinlichkeit P fiir ferne Ausgangsorte. Die Peaks fur
B =0und B = mtwerden beliebig schmal, behalten aber ihre Amplitude 1 bzw. 1/2 bei,
wahrend die der anderen Kurven abnimmt. Daflir konvergieren letztere gegen eine fe-
ste Form, fur die, wie sich schon in Abb. 1 abzuzeichnen beginnt, das ,Ausschmieren”
unterhalb von @= 0 und oberhalb von ¢@= 3 verschwindet: Auf3erhalb dieses Bereiches
ist die StoBwahrscheinlichkeit schlie3lich Null. Die Uber ¢ gemittelte Wahrscheinlich-
keit bleibt eine Konstante. Fiir negative B ergibt sich im Ubrigen der entsprechend
gespiegelte Verlauf P(—@).



StoRpartnerndie alsoalle im AbstandL vom Probeteilcherstartenund auchalle die
selbeGeschwindigkit (Richtungund Betrag)habenmodgen.Damit kommtesauf je-
denFall! zum StoRmit einent der N Teilchen.Wir wissenzwar durch unsereBe-
rechnungron P(¢@), dassdie Wahrscheinlichkit nichtfir alle gleichist, aberwennwir
dieselnformationnichtnutzensonderreinfachirgendeineslerN Teilchenausvahlen,
soist die Trefferchancegeradel /N = €/1t

2.2 AndereVertellungen

Die Argumentationm letztenAbschnittist offensichtlichvollig unablangigvon der
gewahlten Geschwindigkitswerteilung. Und in der Tat kdnnenwir stattder physi-
kalischmotivierten Maxwell-Boltzmann-\érteilungauchPhantasigebildewie einen

Kasten
1/c wennO<u<ao

dpy = du- { 0 sonst ’ 27)
derzu
P(A,B) = ®(B)—®(A) (28)
. 3 wenn0< X <1
mit P(X) = 1 (29)
1- 5% sonst
fuhrt,oderz.B. ein extrembreitesPotenzgesetz
o
mit (bei 0 und 1 stetigerganztem)
P(A,B):BB_l_InB A—1—InA (31)

B-17 " A_12

einsetzenAbbildung 3 zeigt die drastischeAuswirkung auf die Form von P(¢), das
Integral jedochbleibt erhalten.

Insgesambaltenwir fest: Die StoRwahrscheinlichkit betiagtarcsin(d/L)/mun-
abhangigvon 3 oderderzu GrundeliegendenGeschwindigkits\erteilung.

! Ausgenommedlie Situationenjn denendl undV exakt iibereinstimmergberdieseFalle haberdie
Wabhrscheinlichkit Null.

2Auch hier haberdie Falle, wo zwei StoRpartnezugleichgetrofenwerdendasMa Null.

3Darliberhinausetztsie nicht einmalvoraus dassProbeteilchemnd StoRpartneder selbenVertei-
lung gehorchen.
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Abbildung 3: Die StoBwahrscheinlichkeit P(¢) fiur die Kasten-Verteilung (27) (oben)
bzw. das Potenzgesetz (30) (unten). Der symmetrische Fall ¢ = 3/2 zeigt fur erstere
ein Maximum, fiir letztere dagegen ein Minimum. Dies kann als Uberbleibsel von Glei-
chung (14) verstanden werden: Fir die Kastenverteilung sind grof3enordnungsmalig
gleiche Werte von u und v sehr wahrscheinlich und die ,Strategie” (14) zahlt sich aus.
Beim Potenzgesetz dagegen sind u und v typischerweise sehr unterschiedlich und die
an 3 = +mangelehnte ,Strategie des Einholens” fihrt eher zum Stol3. Nichtsdestotrotz
bleibt der Mittelwert bei beiden stets (P) = ¢/t



2.3 Dieallgemeine Form von P

Dafir jedeGeschwindigkitswverteilungderIntegrandin

P(A,B) = / / p(u)p(v) dudv (32)
0 vA
faktorisiert,kanndasinnerelntegral (iberu) sofortdurchdie Verteilungsfunktion
u
F(u)= / p(U) du (33)
0
ausgedicktwerden Damitwird ausP(A, B) die Differenz
P(AB) = / F (vB)p(v) dv — / F(VAp(V)dv=0(B) - ®A) , (34)
0 0

in derwir ® allgemeindefinierthabenunddie Funktion(29) nur mehrdenkonkreten
Fall der Kastewerteilungdarstellt.Fur die Maxwell-Verteilung(22) habenwir dage-
gen

XZ
S OX241 7
wahrendhre Variantein drei Dimensionen

2 u? u?
dpy = \/;gexp <—2?2> du (36)

die deutlichunhandlicheré&unktion

®(X) (35)

1/, X3-X 2X
P(X) = o <2m +arctan m) . (37)

henorbringt. Die Potenzerteilung(30) schlieBlichliefert
X—1—InX

d(X)=X X_1) (38)
Zum Schlussstellenwir durchpartielleIntegratior? die Relation
D(X) = 1— / PVX)F (VX dv=1—d(1/X) | (39)
0

fest,welche®(1) = 1/2 impliziert undsogarfur die Grenzflle ®(0) = 0und d(X —
o) =1 gilt.

Damit konnenwir nun, ohneUmweg Uiberdie zu GrundeliegendeVerteilungp,
FunktionenP gemaRP = ®(B) — ®(A) konstruierenywennnur ® die Bedingungen

4Mit arctan (x) bezeichnemvir denZweig der UmkehrfunktiondesTangensnit demWertebereich
[0...m), anderStellex = 0 liegt dabeieineUnstetigleit vor.
SNur hier berufenwir unsauf gleicheVerteilungenvon u undv.
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(40a) ®(0)=0

(40Db) PX > o0)=1
(40c) d® >0
(40d) D(X)+P(1/X) =1
erfullt.
Beispielesinddie Verallgemeinerungon (35) in Formvon
B(X) = xkx—jl (41)
mit positvemk oderauch
P(X) = % arctan{X) (42)

und ganzallgemeinlasstsich ausjeder beschankten,monotonsteigendemnd unge-
radenFunktiond genaf
_o(nx) 1
d(X) = 26 (e) +2 (43)

eineFunktionmit denEigenschafteid0) erzeugen.

2.4 DieKonstanz von (P)

Wir untersuchemun, wie sich die 3-Unabtangigleit von (P) mathematisie ergibt.
Wahlenwir zurachstsin(p) > 0, sokdonnenwir die ZuweisungeranA undB kompak-
ter (wennauchwenigeranschaulichgalsin Abschnitt1l.2 ausdiickendurch

0 wenny > 3
mit GB,y) = 0 wenny<0 . (45)
sinf coty—cos3 sonst

Sogardie entarteterialle 3 = 0 und = mwerdendurch(44) korrektbeschrieberi-ur
sin(B) < 0 gilt allesFolgendeentsprechengspiegelverkehrt , d.h.@ — —@und A,B
wechselnihre Rollen.

Mit dieserFormulierunglassersichnunin

) = [ (@©(G(B,9-8) - (G, 0+2))do (46)
B - IA (47)
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die Integrationsbereichéir die beidenintegralegeschicktaufteilen:

@ |B=G(B,o—¢g) ®(B) [Pdo

) —T...€ 0 1 T+¢€
ls £...p+¢ 0...0 0...1 I (48)
B+e...m 0 0 0
¢ |A=G(B,o+e) PA) [Pde
. —T...—€ 0 1 m—¢
la: —€..B—¢ 0... 0...1 I* (49)
B—e...m 0 0 0
Daslntegral I * ist tatsachlichin beidenFallen
. B
A CAL (50)
sodassalsEndegebnis
2MP) =T+ e+ 1" +0—(—e+1"+0) =2 < <P>:§[ (51)

Is Ia

verbleibt.Wir seheralso:Nurin I * steclen(iber®) die DetailsderGeschwindigkits-
verteilung(en)dochgeradeadieserTermfallt herausFur die Herleitungvon (51) haben
wir lediglich die allgemeingjltigen Eigenschafteri40a)und (40b) benutzt,sowie die
Tatsachedasssich P uberhauptlsDifferenzd(B) — ®(A) ausdiickenlasst.

Konstruiererwir ein
B A \?
P(AB) = (m—m) : (52)

welchesdieseEigenschafinicht besitzt (und daherin Wirklichkeit gar keine Stol3-
wahrscheinlichkit gemaf3 (32) seinkann), so sehenwir in Abbildung 4, dassin der
TatdessenP) eineAbhangigleit von 3 zeigt.

2.5 Die Symmetrieum = [3/2

Die speziellereBedingung(40d) ist fur die B-Unablangigleit von (P) offenbargar
nicht notwendig.lhre Bedeutungvird klar, wennmanumformt

o B __sin(B/2—y)
G(B,B/2+Y) = sinB col(p/2-+y) ~ coB = L ato (53)

sodassalsodie Symmetrie
G(B,B/2—Y)-G(B,B/2+Y)=1 (54)
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Abbildung 4: Die ,Wahrscheinlichkeit* (52) als Funktion des Herkunftswinkels. Hier
ist (P) eine Funktion von .

erkennbamwird. Bezeichnemwir namlich

Ay =A(e=B/2+y) , BL=B(0=B/2+Y) (55)
A-=A(p=B/2-y) , B-=B(e=B/2-y) , (56)
soliefert (54) die Kreuzbeziehungen
A_=1/B; , B_=1/A, , (57)
unddamitvermbge(40d)die Gleichheit
P = OB )-®A)=1-0A;)—(1-(B,))
= OB -DA) = P, . (58)

D.h. in Eigenschaf{40d) liegt der Grundfir die Spiegelsymmetrieder Kurven P(¢)
umdenWert = /2, welchein allen Plotsgut sichtbarist. Sieist physikalischauch
leichtzuverstehenDie TrajektorienderbeidenTeilchendefiniererzusammemit ih-
rer anfanglichenVerbindungslinieein Dreieckmit denWinkeln @, t— 3 und¢. Dabei
ist ¢ derHerkunftswinlel desProbeteilchensom StoRpartneausbetrachtetd.h.der
Herkunftswinlel nacheinemRollentauscliderbeidenTeilchen.Daein solcherRollen-
tauschan der physikalischerSituationnichts anderf, mussP(g) = P(¢) gelten.An
derWinkelsummaep+ 1i— 3+ ¢ = Ttliestmansofortdie Beziehungp+ ¢ = 3 ah Der
Symmetriepunkist demnachp = ¢f = 3/2, alsodie Situationdesgleichschenkligen
Dreiecks,in demsichbeimRollentausclgarnichtsandert.

SHier setzerwir wiederidentischeGeschwindigkits\erteilungenvoraus wasauchzu (40d)fuhrte.
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